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CHAPITRE 3 : PGCD, Euclide, Bézout,
Gauss.

1 PGCD

1.1 Définition du PGCD

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls simultanément.

L’ensemble des diviseurs communs a a et b admet un plus grand élément appelé le PGCD*de a et b

Exemples :

e Quelestle PGCD(6,10)?
L’ensemble des diviseursde 6 est D(6) = {—6;—-3;-2;—-1;1; 2; 3; 6}
L’ensemble des diviseurs de 10 est D(10) = {—10;-5;—-2;—-1; 1; 2; 5; 10}
L’ensemble des diviseurs communs a 6 et 10 est D(6) N D(10) = {—-2;—-1; 1; 2}

PGCD(6,10) = 2

e Soita € N*. Quel estle PGCD(a,0)?

L’ensemble des diviseursde aest D(a) = {—a;..;..;—1;1;..;..; a}
L’ensemble des diviseurs de 0 est D(0) = Z~.
L’ensemble des diviseurs communsaaetOest D(a) ND(0) ={—a;..;..;—1;1;..;..; a}

PGCD(a,0) =a

e Soita € N*. Quel estle PGCD(a,1)?
L’ensemble des diviseursde aest D(a) = {—a;..;..;—1;1;..;..; a}
L’ensemble des diviseurs de 1 est D(1) = {—1;1}.
L’ensemble des diviseurs communs aa et 1 est D(a) N D(1) = {—1; 1}

PGCD(a,1) =1

e Soita € N*. Quelestle PGCD(a,a)?
L’ensemble des diviseursde aest D(a) = {—a;..;..;—1;1;..;..; a}
L’ensemble des diviseurs communsaaetaestD(a) N D(a) ={—-a;..;..;—1;1;...;..; a}

PGCD(a,a) =a

Détermination a la calculatrice :

Ces fonctions sont présentes sur les calculatrices TI82 et TI83 (touche NUM)

Pourle PGCD : NUM 9

Les arguments négatifs ne sont pas acceptés. Dans ce cas, les remplacer par leurs opposés positifs
étant donné que PGCD(a,b) = PGCD(xa,+ b)

1 PGCD : Plus Grand Commun Diviseur




1.2 Détermination a I'aide de la décomposition en facteurs premiers

Si a et b sont deux entiers supérieurs ou égauxa 2 :
Le PGCD(a,b) est égal au produit des facteurs premiers communs aux deux nombres, chacun étant
affecté du plus petit exposant avec lequel il figure dans leurs décompositions :

Exemple :
Recherche du PGCD (234 ; 84) par la méthode des facteurs premiers :
234 | 2 84 |2
117 | 3 42 | 2
39 |3 21| 3
13|13 717
1 234 =21%x32x13 1 84 =22x3'x7

PGCD(234;84)=2'x31=6

Démonstration du calcul du PGCD a partir des facteurs premiers :

Soit les décompositions en facteurs premiersde a et b :
a=p 9 X p,*2 X ... X p, %

b= plﬂl X pzﬁ2 X ... X pnﬁn

ol pq, D2, ---, Pn, SONt les premiers nombres premiers et ou a4, a3, ..., &y, B1, B2, -+, Bn SONt des
entiers naturels éventuellement nuls.

Tout entier d diviseur commun a a et b a une décomposition de la forme p;¥1 X p,"2 X ... X p,/»
avec y; vérifiant :

0<y;,<a;carddiviseaet0 <y; <p;card divise b
Si 6; désigne le plus petit des entiers (a;, §;) alors 0 < y; < §;

Le PGCD est obtenu lorsque y1 = 61, Y2 =682, veeeey ¥ = Oy

Exemple :
234 = 2" x32x7°x13%et 84 =22 x3' x 7t x 13°
D’ou :
PGCD(234;84)=2'x3'x7"%13°=6

1.3 Relation entre la divisibilité de a par b et le PGCD(a ; b)

Soit a et b deux entiers naturels. Sibla alors PGCD(a; b) =b

Démonstration :
Soitd € N.
Si d|b, comme b|a, alors d|a. Tout diviseur d de b est aussi un diviseur de a. Le plus grand diviseur

de b étant b lui-méme, alors le plus grand diviseur commun a a et b est PGCD(a; b) = b




1.4 Propriété fondamentale des diviseurs communs :

Soita €Z* etb€Z. Sia=bk+r ouk€Zetr €Z, alors :
Les diviseurs communs a a et b sont les mémes que les diviseurs communs ab et .

Ce quis’écrit: D(a) N D(b) = D(b) N D(r)

Conséquence :
PGCD(a;b) = PGCD(b ;1)

Remarque :

On n’a pas la condition 0 < r < b donc a = bk + r n’est pas obligatoirement la relation de la
division euclidienne de a par b er r n’est pas obligatoirement le reste.

Exemple :
Soita =20eth =6.

Soit E I'ensemble des diviseurs communs a a et b.

E =D(20) n D(6)

E={-20;-10;-5;—-4;-2;-1;1;2;4;10; 20}n{-6;—-3;—-2;—-1;1;2;3;6}
E={-2;-1;1;2}

et PGCD(20;6) =2

Si on écrit a sous la forme a = bk + r, on aura parexemple: 20=6x2+8

Doncici,k =2etr =8

D’apres la propriété fondamentale des diviseurs communs, on a :

« L'ensemble des diviseurs communs a a et b et I’ensemble des diviseurs communs a b et r sont

identiques ».

lllustration sur un exemple :

Soit F I'ensemble des diviseurs communs a b et r.

F =D(6)ND(8)
F={-6;-3;-2;-1;1;2;3;6}n{-8;—-4;-2;-1;1;2;4; 8}
F={-2;-1;1; 2}

et PGCD(6;8) =2




Démonstration :

Soita EZ* eth€Z. Sia=bk+1r ouk€Zetr €Z

Soit E 'ensemble des diviseurs communs a a et b. E =D(a) nD(b)
Soit F I'ensemble des diviseurs communs a b et r. F=D(b)nD(r)

Pour montrer que E = F, on montre que sid € E alorsd € F puis on montre que sid € F alorsd €
E.

e SideE
d € E , alors d divise b et donc d divise bk.

d € E, alors d divise a.

Donc d divise toute combinaison linéaire de a et bk, donc en particulier, d divise a — bk = r.
Comme d est un diviseur a la foisde b etde r, alorsd € F

e sideF
d € F, alors d divise b et donc d divise bk.

d € F,alors d divise .

Donc d divise toute combinaison linéaire de 7 et bk, donc en particulier, d divise a = bk + r.
Comme d est un diviseur a la foisde b etde a, alorsd € E

Conclusion :
L’ensemble des diviseurs de a et b et I'ensemble des diviseurs de b et r sont identiques, lorsqu’on a
a = bk + r. Cela est vrai méme si ce n’est pas une relation de division euclidienne.

Comme les ensembles de diviseurs sont identiques, les PGCD aussi sont identiques : PGCD(a ; b) =
PGCD(b ;7).

Remarques :
Puisque r = a — bk on peut écrire :
Pourtoutk € Z : D(a) N D(b) = D(b) N D(r) = D(b) N D(a — bk)
Enprenantk = —1ona:D(a) N D(b) = D(b) N D(a + b)
Enprenantk =1ona:D(a) N D(b) =D(b) N D(a —b)
etc.
Par exemple avec k = 5,
D(234)ND(84) = D(84) N D(234 —84 % 5)
D(234) N D(84) = D(84) N D(—186)

Conséquence de la propriété fondamentale des diviseurs communs :

Le PGCD de deux nombres a € Z* et b € Z reste inchangé si on remplace I'un des deux nombres
par exemple a par la différence a — kb avec k € Z.

PGCD(a; b) = PGCD(b; a — kb).




2 L’algorithme d’Euclide

2.1 Théoreme de l'algorithme d’Euclide

a et b sont deux entiers naturels non nuls tels que 0 < b < a.
Soit la suite des divisions euclidiennes :

e Divisiondeaparb:a =bqy+r1,
e Divisiondebparry:b =199, + 11
e Divisiondergparr; i 19 =114y + 1,

e Divisionde7y,_1 party, : -1 = mqn+1 t Tn+1

Cette suite de divisions finit par s’arréter lorsqu’un des restes r; est nul.
Le dernier reste non nul estle PGCD(a,b).
Au cas oU, dés la premiére division, le reste 1y, est nul alors b|a et PGCD(a ,b) = b.

Remarque: Ce résultat permet de calculer le PGCD(a,b) sous forme algorithmique. Ce
processus itératif> oU, a chaque étape le dividende a est remplacé par le diviseur b et le diviseur
b est remplacé par le reste r est appelé Algorithme d’Euclide.

Exemple :
Calculer en utilisant I'algorithme d’Euclide : PGCD(234; 84).

Réponse :
On écrit les relations des divisions euclidiennes successives a = bg +ravec0 <r <b :

234 =84x%x2+66
@ b T
84 =66Xx1+18
Ty T T
66 = 18%3+12
Tog—"1 2
18=12%1+6
T1/Tz/r3
12=6%Xx2+4+0
N aad - -
T2 T3 T4

Le reste 1, est nul, donc I'algorithme s’arréte. PGCD(234 ; 84) est égal au dernier reste non nul 3
Donc: PGCD(234; 84) =6

Démonstration :

e 1%¢ étape : montrons qu’il existe un avant dernier reste non nul et un dernier reste nul
Les inégalités b > ry > 1y > -+ > 1, > --- = 0 montrent que (73,) est une suite strictement
décroissante d’entiers naturels. Or, il 'y a gu’un nombre fini d’entiers entre 1, et 0. Donc cette suite
est finie, c'est-a-dire qu’il existe un reste nul. Donc il existe un certain entier naturel k tel que 1, # 0
et = 0.

2 Processus itératif : processus répétitif




e 2°™ étape : montrons que PGCD(a,b) = PGCD(b,ry).
Considérons la relation de départ a = bqq + 3. On en déduit que ry = a — bqy.
La propriété fondamentale des diviseurs communs permet d’affirmer que :

Les diviseurs communs a a et b sont les mémes que les diviseurs communsab et r
et PGCD(a;b) = PGCD(b ;1)

e 3®m¢ étape : montrons que PGCD(a,b) = PGCD(r; ,0).
On peut appliquer ce raisonnement a chaque égalité :

e a=bgy+rm,

e b=roq1+1y

* Tp=T1qx+ T

¢ Tp =Tl 1qxT7Tg

® T 1 =T qre1 T Tre

Si 1, est le dernier reste non nul (et donc 1,41 = 0), on a, en appliquant plusieurs fois la conséquence

de la propriété fondamentale des diviseurs communs :

PGCD(a,b) = PGCD(b,ry) = PGCD(ry,r1) =+ =PGCD(r_y,7}—-1) = PGCD(
= PGCD(r) ,Tx41) = PGCD(r,.,0) =

)Tk

e Algorithme d’Euclide en langage naturel :

Déclaration des variables
A entier naturel

B entier naturel non nul
R entier naturel

Algorithme
Arecoit a

B recoit b

R recoit 1

Tant que R # 0 faire
R recoit A — B * PartEnt(A/B)
A recoit B
B recgoit R

Fin Tant que

Afficher « PGCD =», 4

e Algorithme d’Euclide programmé sur TI82 - 83 :

FREOGEAM: PGCD
Fromrt H:EB

1-+E

thihile E#H

' A-B*FartEnt.CA-B
1R

: B+H

: +E

: Enridd

0isFr "PGCDO=",H




2.2 Premier corollaire3 de I'algorithme d’Euclide

Soit a et b deux entiers naturels non nuls. Notons d = PGCD(a ; b).

L’ensemble des diviseurs communs a a et b est identique a I’ensemble des diviseurs de
PGCD(a;b).

D(a) n D(b) = D(d)

Hlustration :

Les diviseursde a = 234 sont 1, 2, 3, 6,9, 13, 18, 26, 39, 78, 117, 234 et leurs opposés.
Les diviseursde b = 84 sont 1, 2, 3,4, 6,7,12, 14, 21, 28, 42, 84 et leurs opposés.

Les diviseurs de d = PGDC(234,84) = 6 sont 1, 2, 3, 6 et leurs opposés.

Démonstration :

On reprend les divisions euclidiennes successives présentes dans I'algorithme d’Euclide :

e a=bqy+r

e hH= Toq1 + r

* Tp=T1qx+ T

® Th2=Tp-1qx + Tk

¢ Th1 =T qg+r T Trea
Si 1, est le dernier reste non nul (et donc 13,41 = 0), on a, en appliquant plusieurs fois la propriété
fondamentale des diviseurs communs :
D(a)nD(b)=D(b)ND(re)= D(ro)ND(ry) =-=D(rk2)ND(Tk_1)

=D(, )ND(r.)=D(,.)ND(0)=D(,)=D(PGDC(a;b))

Conclusion : L’'ensemble des diviseurs de d = PGDC(a ; b) est identique a I'ensemble des diviseurs

communsaaeth

D(PGDC(a;b)) =D(a) N D(b)

Exemple 1:

Déterminer tous les diviseurs communs a de a = 345 et b = 1305.

Réponse :
On cherche a la calculatrice PGDC(345,1305)

Ontrouve d = PGDC(345,1305) = 15
Les diviseurs de d sont donc —15; —=5; —3; —1 ;1 ;3 ;5 ; 15
Conclusion : Les diviseurs communs a 345 et 1305 sont: —15; -5; —=3; -1 ;1 ;3 ;5 ; 15

Exemple 2 :
a = 234 et b = 84 ont 2 parmi leurs diviseurs communs. Donc 2 divise PGCD(234,84) = 6

3 Corollaire : Proposition qui se déduit immédiatement d'une proposition déja démontrée.




2.3 Deuxieme corollaire de I'algorithme d’Euclide

Soit a et b deux entiers relatifs non tous les deux nuls simultanément.

Pour tout k € N*, PGCD(ka ,kb) = k X PGCD(a,b)

Exemple :
Soita = 234 et b = 84.

PGCD(234;84) =6
Prenons k = 5.
5% 234 =1170et5 x 84 = 420
PGCD(1170,420) =5 x PGCD(234;84)
PGCD(1170,420) =5x6 =30

Démonstration :
Onposed = PGCD(a;b) etd = PGCD(ka; kb).

Pour montrer que d’ = k X d, on va montrer d’une part que kd divise d’ (ce qui implique que kd <

d") et d’autre part que d’ divise kd (ce qui implique que d' < kd). Donc, au final on aura démontré
qued’ = kd

1. Montrons que kd divise d’
a et b sont deux entiers relatifs non tous les deux nuls simultanément et k € N*,
d = PGCD(a; b) divise a la fois a et b.
d divise a donc kd divise ka et d divise b donc kd divise kb
kd est donc un diviseur commun de ka et kb
D’apres le premier corollaire de I'algorithme d’Euclide, I’ensemble des diviseurs communs de ka et
kb est identique a I'ensemble des diviseurs de PGCD (ka ; kb) = d'. Donc kd est un diviseur de d’.

2. Montrons que d’ divise kd
On a vu dans la partie 1. Que kd divise d’ ce qui peut se traduire :
Il existe un entier relatif k’ tel K’kd = d’

d' = PGCD(ka; kb) divise a la fois ka et kb.
En remplagant k’kd par d’, on peut donc dire que k'kd divise a la fois ka et kb.
Dol :
k'd divise a la fois a et b.

D’apres le premier corollaire de I’algorithme d’Euclide, I'ensemble des diviseurs communs de a et b
est identique a I’ensemble des diviseurs de PGCD(a ; b) = d. Donc k'd est un diviseur de d.

D’ou:
kk'd est un diviseur de dk

En remplacant kK’kd = d’ on peut donc déduire que d’ est un diviseur de kd.

Conclusion :
d = kd c'est-a-dire  PGCD(ka ; kb) = k PGCD(a ; b)




3 Théoreme de Bézout#

3.1 Nombres premiers entre eux
Définition :

On dit que deux entiers relatifs non nuls a et b sont premiers entre eux (ou « étrangers ») lorsque
leur PGCD est égala 1.

Remarques :
a et b sont non nuls, alors :

. a b Ly . .
e Les fractions > et - sont irréductibles lorsque a et b sont premiers entre eux.
e Sia et b nesont pas premiers entre eux, alors on réduit ces fractions en divisant le

numérateur et le dénominateur par PGCD(a, b).

Exemple :
Les fractions é et g sont irréductibles car PGCD(7,234) = 1et PGCD(13,84) =1

Propriété

Soit a et b deux entiers naturels non nuls. On note d = PGCD(a ; b)
Soit les entiers a’ et b’ tels que :

a =

a
d
b’—b
- d

Alors a’ et b’ sont premiers entre eux.

Démonstration :

d divise a et b. Donc il existe deux entiers a’ et b’ dans Z tels que da’ = a et db’ = b.
Or en utilisant le deuxieme corollaire de I'algorithme d’Euclide,
PGCD(a'd ; b'd) = d PGCD(a’;b")
Donc PGCD(a ; b) =d PGCD(a';b")
PGCD(a : b)
d
1= PGCD(a';b")

= PGCD(a’;b")

Conclusion :

a’ et b’ sont premiers entre eux.

Exemple :
Soita =234eth=84.d =6
, 234
a = T =39
, 84
b = ? = 14

PGCD(39,14) =1
39 et 14 sont premiers entre eux.

4 Etienne BEZOUT : Mathématicien francais 1730 — 1783. Auteur d’une théorie générale des équations
algébriques (équations de la forme P(x) = 0 ou P est un polynéme).
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3.2 Enoncé du théoreme de Bézout

On note a b u v des entiers relatifs.
1=PGCD(a,b) & au + bv =1 a dessolutions (u,v)dansZ xZ
Ou encore :

a et b sont premiers entreeux < au + bv = 1 a des solutions (u,v) dansZ X Z

Démonstration :

1. Démonstration de la proposition directe :
1=PGCD(a,b) = au + bv =1 a des solutions (u,v)

e Sil=PGDC(a,b) alors au moins un des deux entiers a et b est non nul. Appelons a 'entier
non nul.

a et b étant donnés, notons E I'ensemble des entiers au + bv. L'ensemble E n’est pas vide et il
contient au moins un entier strictement positif ('entier a qui correspond au couple (u ; v) =

(1;0) ou I'entier — a qui correspond au couple (u; v) = (—1;0)).

Notons & le plus petit des entiers strictement positifs contenus dans I'ensemble E.
Il existe donc au moins un couple d’entiers relatifs particulier (u ; vg) tel que auy + bvy = 6.

e Ecrivons la relation de la division euclidienne de a par § :
{a =6q+r
0<r<$é¢

e Montronsquer € E
r=a-—4q
Or,aug + bvyg =4

donc

r=a— (auy + bvy)q

r =a—aquy — bqv,

r = a(1 — qug) + b(—qv,)

r est une combinaison linéaire entiére de a et b de la forme am + bn (il suffit de poser m =
(1 —qup) etn=—qvgdoncr €E.

e Montrons que § divise a
La condition 0 < r < § dans la division euclidienne de a par § donne deux cas :
1°cas:0<r<é
r est de laforme « am + bn » etr # 0 doncr € E. Mais il y a une contradiction entrer € E
etr < 6 (r ne peut pas étre a la fois dans un ensemble et étre strictement inférieur a son
plus petit élément strictement positif).

2°me cas : v = 0 C’est la seule possibilité restante. Elle est donc vraie.

Conclusion : 7 = 0. Donc § est un diviseur de a.

e De la méme fagon, en écrivant la relation de la division euclidienne de b par § et en
montrant que le reste ne peut étre que nul, on montre que § divise b.
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e Concluonsqued =1
6 est donc un diviseur commun de a et b. Or a et b sont premiers entre eux et n’ont donc que
deux diviseurs communs 1 et-1.Comme § est strictement positif, onadoncd =1

Conclusion : Sil = PGDC(a, b) alors il existe donc au moins un couple d’entiers relatifs
particulier (ug ; vg) tel que auy + bvy = 1.

2. Démonstration de la proposition réciproque :
au + bv = 1 a des solutions (u,v) = 1= PGCD(a,b)

S’il existe au moins un couple d’entiers relatifs (u, , vy) tel que auy + bvy, = 1 alors, puisque
tout diviseur commun a a et b divise la combinaison linéaire auy + bvy = 1, alors tout diviseur
commun a a et b divise 1.

Donc tout diviseur commun a a et b est dans 'ensemble {—1;1}.
D'ol PGDC(a;b) = 1.

Conclusion : il existe au moins un couple d’entiers relatifs particulier (ug ; vg) tel que auy +
bvy = 1alors1 = PGDC(a,b)

Exemple 1:
Peut-on trouver un couple (au moins) d’entiers relatifs (u, v) tel que 16u + 25v =1

Réponse : a = 16 et b = 25 sont premiers entre eux. Donc, d’apres le théoréme de Bézout, il
existe au moins un couple d’entiers relatifs (u, v) tel que 16u + 25v =1
Par exemple on trouve (11,—7); (—14,9); (36,—23); (61,—39); ... comme solutions.

Exemple 2 :
Peut-on trouver un couple (au moins) d’entiers relatifs (u, v) tel que 4u + 10v =1

Réponse : a = 4 et b = 10 ne sont pas premiers entre eux puisque PGCD(4; 10) # 1. Donc,
d’apres le théoréme de Bézout, la réponse est non.

Exemple 3 :
Soit u et v deux entiers relatifs. Sachant qu’il existe un couple (au moins) d’entiers relatifs (x, y)

tel que (4xu — xy)u + (vy?)v? = 1, que peut-on dire de u et v ?

Réponse : x, y, u et v sont des entiers relatifs. Donc 4xu — xy et vy? sont des entiers relatifs.
Donc, d’apreés le théoréme de Bézout, les entiers u et v? sont premiers entre eux.

Exemple 4 :
Montrer que pourtoutn € Z, a = 2n + 1 et b = 3n + 1 sont premiers entre eux.

Réponse : Comme la démonstration doit étre faite quel que soit n € N, on cherche une
combinaison linéaire qui élimine n :
Cn+1)B)+Bn+1)(-2)=6n+3—6n—2.

2n+ 1))+ Bn+1)(=2)=1

D’aprés le théoréme de Bézout, comme il existe au moins un couple d’entiers relatifs non nuls (u , v)
telque 2n+ Du+ 3n+ 1)v =1alors=2n+ 1 etb = 3n + 1 sont premiers entre eux Vn € Z.
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3.3 Corollaire du théoreme de Bézout
On note a b u v des entiers relatifs non nuls quelconques.

d =PGCD(a,b) = au + bv =d adessolutions (u,v)

A Laréciproque au + bv =d ades solutions (u,v) = d=PGCD(a,b) estfausse
Maisd = PGCD(a,b) & au + bv =kXd; keZ adessolutions (u,v) estvraie

L’égalité au + bv = PGCD(a, b) est appelée « identité de Bézout ».

Exemple :

Soita = 234, b = 84. PGCD(234,84) =6

234u + 84v = 6 est une identité de Bézout. Alors elle a des solutions comme par exemple :
(u,v) =(-5,14), ou (u,v) = (79, —220) etc. Mais 234u + 84v = 12 a aussi des solutions.

Démonstration :

1. Démonstration de la proposition directe :
d = PGCD(a,b) = au + bv = d a des solutions (u,v)

e Sid = PGDC(a,b) alors au moins un des deux entiers a et b est non nul. Appelons a I'entier
non nul.

Notons a’ et b’ les entiers définis par

a = 4 et b'=-=
d d
a’ est non nul. De plus, d’aprés la propriété vue au §3.1, a’ et b’ sont premiers entre eux.
Doncsid = PGDC(a,b), alors I'équation au + bv = d équivaut successivement a :
au + bv

d
au bv_

d+d

1

a'u+b'v= 1 aveca etb’ premiersentre eux
D’aprés le théoreme de Bézout, cette équation a des solutions (u, v) .

2. Démonstration que la proposition réciproque est fausse :

Si au + bv = d a des solutions (u,v) alors d peut ne pas étre le PGCD(a; b).
Contre-exemple :

L'équation 234u + 84v = 66 a des solutions (u,v) (par exemple (u;v) = (1;—2)) alors que
66 n"est pas le PGCD de a = 234 et b = 84.

Dans le paragraphe suivant, on montre que d peut étre tout multiple du PGCD(a ; b)

Conclusion :
Si a et b sont deux entiers relatifs non nuls, alors I'équation au + bv = d avecd = PGCD(a ,b) a

au moins un couple d’entiers relatifs u et v solution
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3.4 CNSs pour qu’'une équation diophantienne ax + by = c ait des solutions
On appelle équation diophantienne® une équation dont les coefficients sont des entiers relatifs et
dont on cherche uniqguement des solutions entieres relatives. L'équation ax + by = c est une

équation diophantienne du type linéaire a deux inconnues.

L'équation ax + by = ¢ ol a, b, ¢ sont des entiers relatifs non nuls a des solutions (x ; y)
entiéres relatives si et seulement si c=kd aveck €EZ etd = PGDC(a,b).
Exemples :
Danslecasdea = 234etbh =84,onad = PGDC(a,b) =6
e Leséquations ax + by = 6, ax +by =12, ax + by = —18 ... de maniére générale
ax + by = 6k, k € Z ont toutes une infinité de couples de solutions entiéres
(x;¥).
e Leséquationsax + by =1, ax+ by =2, ax + by =-3 .. de

maniére générale ax + by = ¢ avecc # 6k, k € Z n’ont aucun couple de solutions

entiéres (x ;y).

Démonstration :

Onnote d le PGCD(a,b)

1%¢ étape : démontrons que ax + by est toujours un multiple de d

Si (x; y) est un couple d’entiers relatifs quelconques, puisque a est un multiple de d et b est un
multiple de d alors ax + by = (p X d)x + (q X d)y avec p et q entiers relatifs.

ax + by = (px + qy)d. Comme px + qy est entier relatif alors ax + by est un multiple de d.

2°me étape : démontrons que ax + by = kd a toujours des solutions (x ; y) entiéres relatives.

D’aprés I'identité de Bézout, il existe au moins un couple d’entiers (u, v) tels que au + bv = d c'est-
a-dire tels que k(au + bv) = kd.

a(uk) + b(vk) = kd.
L’identité de Bézout permet d’affirmer que I'équation ax + by = kd a toujours des solutions

Ce sont tous les couples (x ; ¥) = (uk ; kv) multiples d’un couple (u, v) solution de ax + by = d

Conclusion :
Les solutions (x ; y) entiéres relatives existent si et seulement si |'équation est du type ax + by = ¢

avec :

e Soitc=PGCD(a,b)

e Soit c est un multiple de PGCD(a ; b).

5 CNS : Condition Nécessaire et Suffisante

% Diophante d’Alexandrie : mathématicien grec (3™ siécle aprés Jésus Christ). Son ouvrage « Arithmétiques »
constituent I'apogée de I'algébre grecque (algebre : partie des mathématiques traitant des équations et des
opérations).
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3.5 Détermination d’une solution particuliere (xo; yo) de ax + by = c

 E—

Lire a,b,c
dans ax+by = ¢

—

Calculer d =
PGCDa, b)
Oui Mon
c=kd?
On simplifie par d. On obtient
A Pas de
solution
Exemple : 234x + 84y =5
Oncalculed =6
c+kxd
Oui \/ Mon DoncS = @
k=17
Une solution particuliére est Unesolution particuliére est
bel, y0) = (U, V) bed ; y0)= (kU ; kW)

Exemple : 234x + 84y = 6 Exemple : 234x + 84y = 12

° Oncalculed =6 ° Oncalculed =6

° On a bien ¢ = kd ° On abien ¢ = kd

. On divise les membres par d . On divise les membres par d

39x+ 14y =1 39x+ 14y =2

L’algorithme BEZOUT poura = 39 et b = 14 L'algorithme BEZOUT poura =39 et b = 14
donneU = —5etV =14 donneU = —5etV =14

. Puisque k = 1 . Puisque k = 2
alors (xo;y) = (=5;14) alors (xg;y,) = (—10;28)

Remarque : Comment trouver manuellement des valeurs des coefficients de Bézout U et V ?
Soit a trouver des valeurs de u et v pour I'identité de Bézout suivante 39u + 14v = 1
39 et 14 sont premiers entre eux, donc c’est une identité de Bézout et il y a des solutions (u, v)
e Onposea = 39etb = 14 et on écrit la succession des divisions euclidiennes en
commengant par a <+ b jusqu’au dernier reste non nul 1, = 1

e On exprime les restes comme combinaisons linéaires de a et b a chaque ligne :

Avec des chiffres Avec des lettres Expression du reste r(a, b)
39=14x2+11 a=2b+11 11=a—-2b
14=11x1+3 b=(@a—-2b)x1+3 3=—a+3b
11=3Xx3+2 (a—2b)=(—a+3b)x3+2 2=4a—11b
3=2x1+1 (—a+3b)=MAa—-11b)x1+1 —5a+14b =1

e Laderniére combinaison linéaire de a et b est égale a 1. Elle donne une solution (u ; v)
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La recherche des coefficients de Bézout peut étre faite a I'aide I’algorithme « BEZOUT » suivant :

Déclaration des variables :
A, B,CD,EF, Q,R,S,TU,V,XY entiers relatifs

Algorithme :
début

Saisir A, B
C recoit |A]| *** Cette instruction permet le fonctionnement correct si A < 0 ***

D recoit |B| *** Cette instruction permet le fonctionnement correct si B < 0 ***

E regoit 4/C FROGRAN: BEZOUT
recoi . ramFE I
FrecotB/D P abatA 30
U regoit 1 E EEEEE}-}D
X regoit 0 ; B-O=F
V recoit 0 E 1':"|_|
Y recoit 1 ; %iﬁ
R recoit 1 : %EE
Tant que R # O faire E While RE#E
Q recoit partEnt(C/D) ; EEEEEEEE‘E;D}-}E
RregoitC — D * Q s 0=C
. : R+0
C recoit D 2 L=tk sS
B regoit R E EiH
SrecoitU —X = Q =R T
U recoit X ; $i$
X regoit S . EI"IIj
_ :0i=sFr "PGCD=".C
T regoitV =Y % Q . U*E':"U
recoi s LkF )
resot? t0ise "U=",1
Y recoit T t01=sp "L=1,1)
FinTant que

af ficher "PGCD=",C.
UrecoitU x E *** Cette instruction rétablit la bonne valeur de U si A< 0 ***
V recoitV « F *** Cette instruction rétablit la bonne valeur de V si B < 0 ***
af ficher "U=",U.
af ficher "V=",V.

Fin



4 Théoreme de Gauss

4.1 Enoncé du théoréme de Gauss?
Soit a, b, et c trois entiers relatifs non nuls.

.( adivise bc ..
alors a divise c.

Si .
a et b sont premiers entre eux

Exemple :
{2 divise 3 X 4

2 et 3 premiers entre eux alors 2 divise 4.

Démonstration :

Pour démontrer le théoréme de Gauss, on va utiliser le théoréme de Bézout :
e g et b sont premiers entre eux équivaut a
au + bv = 1 a des couples d’entiers relatifs (u ; v) solutions.
e On multiplie les deux membres de cette égalité par c :
auc + bvc = c a des couples (u ; v) solutions.
e Comme a divise bc alors il existe un entier relatif k tel que ak = bc et on remplace bc

L'égalité devient :
auc + akv = c a des couples (u ; v) solutions.
(uc + kv)a = c a des couples (u ; v) solutions.
uc + kv € Z donc a divise c.

4.2 Premiere corollaire du théoreme de Gauss
Soit a, b, et c trois entiers relatifs non nuls.

b divise ¢ alors ab divise c.

a divise ¢
Si
a etb sont premiers entre eux

Exemple :
2 divise 12
{ 3 divise 12 alors 2 X 3 divise 12.
2 et 3 sont premiers entre eux

Contre-exemple :
{ 4 divise 12

6 divise 12 alors 4 X 6 divise 12 est faux (car il manque I'hypothése a

et b sont premiers entre eux)

7 Karl Friedrich Gauss astronome, mathématicien et physicien allemand (Brunswick 1777 - Géttingen 1855),
auteur d'importants travaux en mécanique céleste, en géodésie, sur le magnétisme, I'électromagnétisme et
I'optique. Sa conception moderne de la nature abstraite des mathématiques lui permit d'étendre le champ de
la théorie des nombres.
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Démonstration :

a divise ¢

e 1°¢ étape : on traduit{ . .
p b divise ¢

{a divise ¢

.. doncilexistek € Zetl €Z telsque {ak =c
b divise ¢

bl =c

o 2°™¢ étape : on déduit que b divise ak
ak = bl avecl € Z donc b divise ak

o 3%m¢ étape : Utilisation du théoréme de Gauss
{ b divise a X k

. alors b divise k.
b et a sont premiers entre eux

e 4°me étape : on traduit b divise k
b divise k doncil existe k' € Z tel que bk’ = k

Conclusion: ak = ¢ s’écritdonc abk’ = ¢ ce qui montre que ab divise c.

4.3 Deuxiéme corolaire du théoreme de Gauss

Si un nombre premier p divise un produit ab alors p divise au moins I'un des facteurs a ou b

Exemples :

5 divise 7 x 35. Ici 5 divise b = 35.

5 divise 15 X 35. Ici 5 divisea = 15 et b = 35.
Démonstration :

Soit p un nombre premier divisant le produit ab.
Si p divise a, la conclusion est assurée.
Si p ne divise pas a, puisque p est premier, alors a et p sont premiers entre eux.

. { p divise ab
"lp et a sont premiers entre eux

4.4 Troisiéme corolaire du théoreme de Gauss

alors d’apres le théoréeme de Gauss p divise b.

Si un nombre premier p divise un produit de nombres premiers ab alorsp =a oup = b

Exemples :
5 divise 7 X 5. Ici5 =b.
5 divise 5 X 5. Ici5 =a=»b
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Démonstration :

Soit les nombres premiers a, b, p.
On suppose que p divise ab.
1°"cas: p = a. Donc p divise a.
2¢me cas : p # a. Donc a et p sont donc premiers entre eux.
si {p divise ab

i . alors d’apres le théoreme de Gauss divise b.
p et a sont premiers entre eux P p divise b

Et comme p et b sont premiers, alorsp = b.

4.5 Quatrieme corolaire du théoreme de Gauss
Soit p, a, b des entiers relatifs non nuls.

{ p et a sont premiers entre eux

p et b sont premiers entre eux équivaut a p et (a X b) sont premiers entre eux

Exemple :
{ 2 et 3 sont premiers entre eux

. Squi 3 i x5 =15.
2 et 5 sont premiers entre eux équivaut a 2 est premier avec 3 X 5 =15

Démonstration :

1. Démonstration de la proposition directe :
{p et a sont premiers entre eux
p et b sont premiers entre eux

p et (a X b) sont premiers entre eux

p et a sont premiers entre eux
p et b sont premiers entre eux

Soit p, a, b trois entiers relatifs tels que {
Supposons que p et ab aient un diviseur commun entier naturel d. Montrons qu’alors d = 1.

d divise p donc d divise ap

Comme on suppose que d divise aussi ab et on sait (1% corollaire de I'algorithme d’Euclide) que
I’'ensemble des diviseurs communs a ap et ab est identique a I'ensemble des diviseurs communs de
PGCD(ap ; ab) alors d divise PGCD(ap ; ab).

Comme PGCD(ap ;ab) = a X PGCD(p ; b) alors d divise a X PGCD(p ; b)
Dans les hypothéses, p et b sont premiers entre eux donc PGCD(p ; b) = 1.
D’ou d divise a

Comme d divise aussi p, alors d est un diviseur commun de a et p.
Dans les hypothéses, p et a sont premiers entre eux doncd = 1.

Le diviseur commundep et abest1.

Conclusion : p et (a X b) sont premiers entre eux.
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2. Démonstration de la proposition réciproque :

p et a sont premiers entre eux
p et b sont premiers entre eux
Soit un nombre entier relatif p premier avec le produit d’entiers relatifs ab.

p et (a X b) sont premiers entre eux = {

Supposons que p et a aient un diviseur commun entier naturel d.

Alors d divise p et ab. Comme on suppose ici que p et (a X b) sont premiers entre eux, alors d =
1.

Comme le diviseur commun entier naturel d de p et a est , on déduit que p et a sont premiers
entre eux.

En supposons que p et b aient un diviseur commun entier naturel d, on démontre de méme que p
et b sont premiers entre eux.

. p et a sont premiers entre eux
Conclusion : . .
_— p et b sont premiers entre eux
Exemple :
22 est premier avec 57 et 35 donc 22 est premier avec 57 X 35 = 1995.
Mais aussi :

22 est premier avec 1995 donc 22 est premier avec chacun des facteurs 57 et 35.

4.6 Utilisation du théoréme de Gauss pour déterminer I’ensemble des
couples de solutions entiéres (x; y) d’'une équation diophantienne du
typeax+ by=0

Exemple : Résoudre dans Z X Z I’équation 42x + 30y = 0

1% étape : on transforme I'équation en p x x = (qy) avec p et q premiers entre eux
Soita =42 eth = 30. PGCD(42,30) =6
42x+30y 0

6 6
7x+5y=0
7 X x = (=5y)
2°me étape : Recherche de la forme des couples solution (x ; y) a I'aide du théoréme de Gauss
e Si(x;y) vérifie 7 X x = (—5y) alors 7 divise =5y
7 divise — 5y
{7 et — 5 sont premiers entre eux
7 divise y s’écrit : il existe k € Z tel que 7k =y

alors d’apres le théoréeme de Gauss 7 divise y.

e Enreportant dans I'équation 7 X x = (—5y), on trouve x = —5k

Alors les couples solutions sont de la forme (—5k ; 7k) oUu k € Z.

3%me étape : Réciproquement on vérifie que tout couple (—5k ; 7k) ol k € Z est solution
42x + 30y = 42(—5k) + 30(7k) = —210k + 210k = 0 pour tout entier relatif k

Conclusion : ’ensemble des solutions est § = {(—5k ; 7k); k décrit Z}

Par exemple, les couples (5;—7),(0;0),(—=5;7),(—10;14), (—15;21) ... sont des solutions.
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4.7 Utilisation du théoréme de Gauss pour déterminer I'’ensemble des
couples de solutions (x; y) d’'une équation du type ax + by =c

Rappel :

Les solutions (x ; y) entiéres existent si et seulement si I’équation est du type ax + by = kd avec:

d = PGCD(a,b)

On a vu au paragraphe 3.4 qu’on pouvait trouver un couple de solutions particulieres (x, Vo) en
mettant I’équation sous la forme a’x + b’y = k avec a’ et b’ premiers entre eux, puis en trouvant
des coefficients de Bézout (u ; v) de l'identité de Bézout a’'u + b'v = 1.

Exemple 1:

Soit 'équation 6x + 5y = 1 (E)
1) Déterminer une solution particuliere de (E)
2) Résoudre dans Z X Z I'équation (E)

Réponse :
1) (E) est une équation du type au + bv = 1 aveca = 6 et b = 5. On vérifie que a et b sont

premiers entre eux. Donc, d’apres le théoréme de Bézout, cette équation admet des couples

(x,y) solution. A la calculatrice on trouveu = 1, v = —1.
Donc une solution particuliere de 6x + 5y = 1 est: (xy,y0) = (1,—-1)

2) L’existence de cette solution particuliére permet de revenir a une équation sans second
membre comme dans [’exemple du paragraphe 4.6 précédent.

On soustrait membre a membre  6x + 5y =1 (E) etbxy+ 5y, =1
6x +5y —(6(1)+5(-1))=1-1
6(x—1)+5(+1)=0

1. Transformation de I'équation en p X X = (qY) avec p et q premiers entre eux
Soita =6eth =5.PGCD(6,5) =1
6X(x—1)=-5@+1)

2. Recherche de la forme des couples solution a I’aide du théoréme de Gauss
o Si(x—1;y+1)vérifie6x (x —1) = =5(y + 1) alors 6 divise —=5(y + 1)
. {6 divise — 5(y + 1)
6 et — 5 sont premiers entre eux

(y+1).
e o6 divise (y+ 1) s’écrit :ilexiste k € Z telque 6k =y + 1
e Enreportant dans I'équation 6 X (x — 1) + 5(y +1) =0,

on trouve 6(x — 1) + 5(6k) = 0 c'est-a-dire (x — 1) + 5(k) = O soitx — 1 = =5k
e Alors les couples (x ; y)sont de la forme (—5k + 1;6k — 1) ou k € Z.

donc d’apres le théoréeme de Gauss 6 divise

3. Réciproquement on vérifie que tout couple (—5k + 1 ; 6k — 1) ot k € Z est solution de
I’équation 6x + 5y =1 (E)
6(—5k+1)+5(6k—1)=-30k+6+30k—5
6(—5k+ 1) + 5(6k — 1) = 1 pour tout entier relatif k.

Conclusion : L’ensemble des solutions de I’équation (E) est § = {(—5k + 1;6k — 1) ; k décrit Z}

Par exemple, les couples (6 ;—7),(1;—1),(—9;11), (—14;17) ... sont des solutions.
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Exemple 2 :

Soit 'équation 6x + 5y = 3 (E)
1) Déterminer une solution particuliere de (E)
2) Résoudre dans Z X Z I'équation (E)

Réponse :
1) (E) est une équationdutype au + bv =3 X 1aveca = 6 et b = 5. On vérifiequeaet b
sont premiers entre eux.

Dong, (voir le schéma du § 3.5) on résout d’abord I'équation 6u + 5v = 1 D’aprés le théoréeme
de Bézout, cette équation admet des couples (u, v) solution. A la calculatrice on trouve u, = 1,
vO = _1

Donc une solution particuliere de 6x + 5y = 3 est: (xy,y,) = (3,—3)

2) L’existence de cette solution particuliére permet de revenir a une équation sans second
membre comme dans [’exemple du paragraphe 4.7 précédent.

On soustrait membre a membre  6x + 5y = 3 (E) et 6xy + 5y, =3
6x + 5y — (6(3) +5(-3)) =3 -3
6(x—3)+5(+3)=0

1. Transformation de I'équation en p X x = (qy) avec p et q premiers entre eux
Soita=6etb =5.PGCD(6,5) =1
6X(x—3)=-5(@+3)

2. Recherche de la forme des couples solution a I'aide du théoréme de Gauss
o Si(x—3;y+3)vérifie 6 X (x —3) = =5(y + 3) alors 6 divise —=5(y + 3)
6 divise — 5(y + 3)

{6 et — 5 sont premiers entre eux
(y +3).
e 6 divise (y + 3) s’écrit : il existe k € Z tel que 6k =y + 3
e Enreportant dans I'équation 6 X (x —3) + 5(y +3) = 0,

on trouve 6(x — 3) + 5(6k) = 0 c'est-a-dire (x — 3) + 5(k) = 0 soitx — 3 = =5k
e Alors les couples (x ; y)sont de la forme (—=5k + 3;6k —3) ou k € Z.

donc d’apres le théoréeme de Gauss 6 divise

3. Réciproquement on vérifie que tout couple (—5k + 3 ; 6k — 3) ol k € Z est solution de
I’équation 6x + 5y = 3 (E)
6(—5k +3)+ 5(6k —3) = —-30k + 18 + 30k — 15
6(—5k + 3) + 5(6k — 3) = 3 pour tout entier relatif k.

Conclusion : L’ensemble des solutions de I'équation (E) est § = {(—5k + 3 ; 6k — 3) ; k décrit Z}

Par exemple, les couples (8 ; —9), (3;—3),(—=7;9), (—12;15) ... sont des solutions.
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