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CHAPITRE 2 : Matrices.

1 Généralités sur les matrices

1.1 Définition d’'une matrice

Définition :

Une matrice A de dimension n X p (ou de format (n, p)) est un tableau de nombres comportant
n lignes et p colonnes.

Les nombres de ce tableau sont appelés les éléments ou les coefficients de la matrice. L'élément se
trouvant a I'intersection de la ligne i et de la colonne j est noté a; ;.

Lorsque n = p on dit que la matrice est une matrice carrée d’ordre n.

Exemple :
2 m -3
A= c 1 est une matrice de dimension 2 X 3.
4 —
3

Une matrice carrée d’ordre 2 (c'est-a-dire de dimension 2 X 2) est une matrice de la forme
a1 A1,2
dz1 Q22

//

Colonne 1

Ligne 2

1.2 Egalité de deux matrices

Définition :
Deux matrices A et B sont égales lorsqu’elles ont la méme dimension et que pour chaque ligne i et
chaque colonne j I'élément a; ; de la matrice A est égal b; ; de la matrice B.

1.3 Addition de deux matrices
Définition :

Soit A et B deux matrices ayant la méme dimension.

La matrice C = A + B est la matrice dont tous les éléments ¢; ; sont tels que ¢; ; = a; j + b ;.

Exemple :

S_A_ZOﬁtB_112|A3_312+\/§
|—1n§e _(O—Ze)aors+_1n—2 §+e'




Propriété de commutativité de I'addition de deux matrices :

Pour deux matrices quelconques A et B ayant la méme dimension,ona: A+ B = B + A.
On dit que I'addition des matrices a la propriété de commutativité.

Démonstration :

Tout élément s; ; de la matrice A + B est égala a; ; + b; ;.
Tout élément s’; ; de lamatrice B + A estégala b; j + a; ;.

Doncs; j = s'; j pour tous les éléments des matrices A + B et B + A. Donc ces deux matrices sont
égales.

Propriété d’associativité de I’addition de deux matrices :

Pour trois matrices quelconques A, B et C ayant la méme dimension :A+ (B+C) =(A+ B) + C.
On dit que I'addition des matrices a la propriété d’associativité.

Démonstration :

Tout élément s; ; de la matrice 4 + (B + C) estégal aa; ; + (b;j + ¢; ;).
Tout élément s'; ; de la matrice (A + B) + C est égal a (a;; + b; ;) + ¢; ).

Doncs; ; = s'; j pour tous les éléments des matrices A + (B + C) et (A + B) + C. Donc ces deux

matrices sont égales.

1.4 Multiplication d’'une matrice par un réel

Définition :
Soit k € R et A une matrice. On note kA la matrice M dont tout élément m; ; est égala k X a; ;.
Exemple :
_ 2 0 V2
SoitA = 2 |etM = 3A.
1 n 3

Onaalors:M=(6 0 3\5)
3 3m 2

Propriétés :

V(k; k") € R X R, pour deux matrices quelconques A et B ayant la méme dimension, on a:

k(A + B) = kA + kB (k+Kk)A=kA+KA k (KA) = (k x kA




Démonstration :

On vérifie que dans les trois cas, tout élément u; ; de la matrice située dans le membre de gauche est

égal a tout élément v; ; de la matrice située dans le membre de droite.

Propriété :

Soit 4, B et C trois matrices de méme dimension et soit k un réel.

A=BoS A+kC=B+kC

Démonstration :

L’équivalence des égalités des matrices résulte de I’équivalence des égalités des éléments des
matrices :
a;j = bi,j & a; j + kCi']' = bi,j + kCl"]'

Conséquence :
A+B=CSB=C-4

Démonstration :

L’égalité des matrices est conservée lorsqu’on ajoute aux deux membres (—1)4
A+B=C=A+B+(-1DA=C+ (1A
A+B=CSA+B-A=C—-A

A+B=CSB=C-A

2 Multiplication de deux matrices

2.1 Multiplication d’'une matrice ligne par une matrice colonne
Définition :

Soit la matrice ligne A = (@1 @2 *** Qp) comportant p colonnes
(on dit aussi un « vecteur ligne »)
by

b
Soit la matrice colonne B = :2 comportant p lignes (on dit aussi un « vecteur colonne »)
by,
La matrice produit P = A X B est une matrice carrée d’ordre 1.

P = (albl + azbz + °ee + apbp)

On peut schématiser :

by
b,

0. cee .\ L
“2 “r) (&1




Exemple :

N W

Soit les matricesA=(2 4 /3 0)etB =

vl

31
AXB=(02x3+4%x2+vV3x5+0x31)
AXB=(6+8+5V3+0)
Ax B =(14+5V3)

2.2 Multiplication d’'une matrice n x p par une matrice colonne
Définition :

A1 Q12 - Ay by

az1 QA2 - Qzp . . . b :
Soit A = . . . . une matrice de dimensionn X pet B = :2 une matrice

an1 An2 ° Qup b,

colonne ayant p lignes. La matrice produit C = A X B est une matrice a n lignes et 1 colonne.

a11b1+a12b2+ +a1p
C= /a21b1+a22b2 -+ aypby \

anllbl + anlzbz + ce + an’pbp

On peut schématiser :

a T'o PRPSN /01 +a. _h L a. h
11 1,2 Ty \ wILIvT “i,2%2 “Lp¥Dp
_ . - _ o ~ L L~ N 1 -
Gz 922 “2p | Y21V T Uz 2T U pUp
a. . a o e (1 a h_ 1L~ Ho 1 ...l ~
NEETL L T L IL,p7 \wn‘lul T un'zuz T 1 wn,pL/p/

Exemple :

3
2 4 V3 0 2
Soit les matricesA =1 0 —1 0|etB= 5

1 2 3 4

w
—_

1X3+0x2—-—1x5+0x31
1xX3+2%X2+3%x5+4x31

6+8+5V3+0
AXB=| 34+0-5+40

34+4+15+124

14 + 5V3
AXB= -2
146

2X34+4x2+V3x5+0x31
AXB




e Avec la calculatrice Texas Instruments TI82 ou TI83, pour saisir les matrices :
EDIT 1:A] Entrée
Régler la dimensiona 3 x 4 Entrée
Saisir la valeur de a, ; Entrée

Saisir les valeurs de tous les éléments ajavec 1<i<3, 1<j<4 de la matrice A

puis :

EDIT  2:[B] Entrée

Régler la dimensiona 4 x 1 Entrée
Saisir la valeur de b; Entrée

Saisir les valeurs de tous les éléments b; avec 1 < i < 4 de la matrice B (ande)[quitter |

e Pour calculer le produit :
NOMS 1:[A] Entrée NOMS 2:[B] Entrée Entrée

La matrice produit A X B s’affiche

e Pour stocker le résultat dans la matrice C :

3:[C] Entrée Entrée

e Pour effacer une matrice :
[mém] 2 :Efface 5:Matrice...  Entrée

Mettre la fleche en face de la matrice a effacer et appuyer sur Suppr (ande)[aitter ]

Propriété 1

Soit A une matrice de dimension nn X p.
Soit VV et W des matrices colonnes de dimension p X 1.
Alors :

AV + W) = AV + AW




Démonstration :

a1 Q12 - Qip %1 W1
Posons A = a2:,1 a?,z az;'p et V= v:z W= sz
an1 QAp2 *° dpp Vp Wp

v+ wy

, Uy + Wy
e D'unepart,onal/+W = .

Vp + Wy

Et donc le produit
a; (v +wy) +ag (v +wy) + o+ ag, (v +wp)
AV +W) =| az1 (V1 +wi) +az, (v, +_W2) tot Ay, (v +wp) |

an1 (V1 +wy) +ap (v, +wy) + -+ Anp(Vp + Wp)/
e D’autre part,on a

al_lvl + a1,2v2 + -+ allpvp a1’1W1 + a1,2W2 + -+ al_pwp

a2,1‘l71 + azlzvz + -+ az'pvp a2’1W1 + aZJZWZ + -+ az'pwp

AV = et AW =

ap1v1 + Cln,zv.z + ot anpVp a, 1w + anzw.2 doee anpWp
et donc la somme
a11V1 + a1V + 0+ AUy + A W1 T A1 W2 + 0+ AWy
AV + AW = Ay1V1 + AV, + 0+ ay p0p +:a2,1w1 +az;wy + -+ agw,
An 1V + AupVp + -+ Ay pp + A W1 + QoW + -+ @y, Wy

On a bien pour chaque ligne,1 <i < n, I'égalité

ai,l(vl + Wl) + ai'z(vz + Wz) + °ee + ai'p(vp + Wp)
= ai,lvl + al-,zvz + -+ ai,pvp + ai,1W1 + ai,2W2 + -+ ai,pwp

Conclusion :

AV + W) = AV + AW

Propriété 2

Soit A une matrice de dimension n X p.
Soit V et W des matrices colonnes de dimension p X 1.
Alors :

Pour tout réel k : A(kV) = k(AV)




Démonstration :

a1 Q12 - Qip U1
Posons A = a2:,1 a?_z az:,p et V= 17.2
an1 QAp2 *° dpp Vp

kv,

kv
e D’unepart,onaklV = . 2

kv,
Et donc le produit

ayq(kvy) + aq2(kvy) + -+ aq p (kvyp)

AkV) = | az1(kvy) + az,z(kU:z) + -+ ay,(kvy) |

anq(kvy) + Qan,2 (kvy) + -+ Anp (kvp)/
e D’autre part,on a

al'lvl + al'zvz + M + allpvp
az'lvl + az'zvz + oo + azlpvp

AV =
an,1171 + anlzvz + A + an,pvp
et donc le produit par le réel k
k(amvl + al'zvz + -+ allpvp)
k(a; vy +a,,v, + -+ a, v
k(AV) = (az1v1 22 :2 2.p p)

k(a, v, + an,zl;z + -t appvy)
On a bien pour chaque ligne, 1 <i < n, I'égalité
a;q(kvy) + a;p(kvy) + -+ + a; 5 (kvy) = k(a; 101 + @0 + -+ + Qi)
Conclusion :
Pour tout réel k : A(kV) = k(AV)

2.3 Multiplication de deux matrices carrées d’ordre n

Définition :

Soit A et B deux matrices carrées d’ordre n.
La matrice C = A X B, notée aussi C = AB est une matrice carrée d’ordre n.

SilLq, Ly, ...L, sontles n lignes de la matrice A
etsiCy,Cy, ..., C, sont les n colonnes de la matrice B,

Alors I'élément c; ; de la matrice C = A X B est égal a I'unique élément de la matrice [L;] X [Cj] ou
e [L;] désigne la matrice ligne formée par la i éme ligne de A

° [Cj] désigne la matrice colonne formée par la j éme colonne de B




al’]. al‘n\

T

I
i

Exemple :

Soit les matricesA=(1 0 -1

Remarque

b

(ambm +t a1,jbi,1 +tainbnt

al-ylbm + ...+ ai,jbm S ai,nbnyl

\an,lbl,l +t an,jbi,l +t an,nbn,l

bn,}'

alllblj +-t alljbi,j +—t allnbn,j

al-ylbllj L ai,jbi,j e ai,nbn,j

Ay b+t g b+t agnbn;

3 -3 =2
etB=|(2 1 05
5 0 4
-3 -2
1 05 |
0 4

bin

al,lbl,n e al,jbi,n e al,nbn,n\

ai,lbl,n +t ai,jbi,n +t ai,nbn,n

an,lbl,n +t an,jbi,n +t an,nbn,n/

2xX3F+4X2+7X5 2X=3+4x1T+7X0 2X=2+4+4Xx0,5+7%x4%4

1x34+0%x2—-1%x5 1x-3+0x1—-1x0 1x-2+4+0x05—-1x4

6 X3 +2%x2+3%X5 6%x—3+2%x1H3X0 6X—24+2X%X0,5+3%4

AXB

49 -2 26
=(-2 -3 -6
37 -16 1

On peut généraliser la notion de produit matriciel A X B a certains cas de matrices non carrées

lorsque le nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes de B.



Propriétés

e Soitunréel k est 4, B et C des matrices carrées d’ordre n. Alors :
AX(BXxC)=(AXB)xC
Le produit matriciel a la propriété d’associativité.
e Pourtoutréel k:A(kB) = k(AB) = (kA)B
Le produit matriciel est compatible avec la multiplication par un réel.
e AX(B+C)=AXB+AXxXC
Le produit matriciel a la propriété de distributivité a gauche par rapport a I'addition matricielle.
e (A+B)XC=AXC+BxC

Le produit matriciel a la propriété de distributivité a droite par rapport a I'addition matricielle.

. AAXBiBXA

Le produit matriciel n’a pas la propriété de commutativité.

3 Puissances d’'une matrice

3.1 Matrice diagonale
Définition 1 :

On appelle diagonale (ou diagonale principale) d’'une matrice A les éléments a; ; de la matrice ayant
un indice de ligne égal a I'indice de colonne.

Exemples :

Soit les matrices :
a1 412 a13 bi1 Dby
_ a _ _ (€11 C12 C13
A=1[az1 22 Qa3 B=|by1 by, C=|, c c
a 21 €22 (23
az1 Az Qg3 bs1 b3,

Leurs éléments diagonaux sont les a; ;, b; ;, ¢; ;.

Définition 2 :
On appelle matrice diagonale une matrice carrée dont les éléments non diagonaux sont tous nuls.
Exemple :
1 0 0
s
D = 0 cosg 0 est une matrice diagonale.
- T
0 0 —sin=
5
12 . T . T
Ses éléments diagonaux sontd; ; = 1,d;, = cosz, d; 3 = —sin s

10




3.2 Matrice unité
Définition :

On appelle matrice unité une matrice diagonale dont tous les éléments diagonaux sont égaux a 1.

On note I,, la matrice unité d’ordre n.

Exemples :
1 0 0 O
1 00
1 0 0100
2(01)3(8(1)‘1)> +=lo o1 0]
0 0 01
1
a 0 a 0
Soit A = ( ) avec a € R* et b € R*. Considérons la matrice B = 1
0 b 0o =
b
On a:
1
T 0
a
0 1
b
1
a 0 (axa+0x0 ax0+0xb\ 1 0
) ) AxB:(O 1) AXB=1,
0 b/ [\ OXGHbX0 0x0+bx7)
Et on a aussi:
(a 0)
0 b
1 1 1
= 0 =xa+0X0-—=x0+0xb
¢ ) ¢ ) ¢ ) B><A=(é (1)) BxA=1I,
0 = OxXa+-=%x0-0x0+=%b
b b b
Propriété :
Pour toute matrice carrée d’ordre n, ona Al,, = I,A = A.
3.3 Lapuissance p d’'une matrice carrée d’ordre n
Définition :
Soit A une matrice carrée d’ordre n et soit p un entier naturel non nul.
On définit AP la matrice telle que A? =A X A X ...X A. Par convention A° = I,.

p fois

11




Exemple :

1 2
3 4

N

Soit 4 = ( ) alors A% = AA

1 2 IXT+2 %31 X2+2X%4 A2:(7 10)
15 22

3XT+4%X33X2+4x%x4

A3 = AA?

3_(1 2 7 10
=3 x5 2)

3 _ (37 54
A (81 118)
On peut aussi calculer A3 ainsi :
A3 = A%A

©=(i5 2% )

4 = (SZ 15148)

Propriété :

Soit D une matrice diagonale d’ordrenetd, ;, d;;, ..., dyn ses éléments diagonaux.

Pour tout entier p = 1, la matrice DP est une matrice diagonale et ses éléments diagonaux sont
respectivementd?,, db,, ..,d} .

Démonstration pour les matrices diagonales d’ordre 2 de la forme D = (:)l g) :
a® 0

Montrons par récurrence que la propriété D™ = ( 0 bn) est vraie pour toutn € N* :

e |nitialisation :

Pourn=1,ona:

0= (G (G )= b)

Donc:

La propriété est donc vraie pourn = 1

12




e Hérédité:

k
Supposons que pour un entier naturel non nul k, on ait Dk = (% b0k>

Calculons Dk+1 :

Dk+1 — DkD

ph+1 :(cgk bok)(g 2)

k k k
a 0 a“xXa+0x0a*“x0+0xb it — gk+1 0
- 0 pk+1

0 pk Oxa+bx0-0x0+bxb

La propriété est donc vraie pour n = k + 1 si on suppose qu’elle est vraie pourn = k.

e Conclusion:

n
La propriété D™ = (aO bon) est vraie pour toutn € N*:
Exemples :
a 0 0 a> 0 0 a> 0 0
Si: D=(0 b 0)alorsD?=(0 b2 0] D3 =0 b3 0 |etc
0 0 ¢ 0 0 c2 0 0 ¢3

4 Matrice inverse

Définition :

Soit A une matrice carrée d’ordre n.

S'il existe une matrice B telle que AB = BA = I,,, alors on dit que la matrice A est inversible.

Exemple :
Lo (2 1 . . _ 708 -0,2 . - )
Soit A = (3 4). Considérons la matrice B = (—0,6 0,4 ) Effectuons le produit matriciel AB :

13




( 0,8 —0,2)
-0,6 0,4

2 1) <2><0,8+1><—0,6 2><—0,2+1><0,4>
_(1 0 _
<3 4 3% 0,8+4%—0,6 3x—0,2+4x04 AB—(o 1) AB =1,
Et effectuons le produit BA :
(2 1)
3 4

08  —0,2 0,8Xx2—0,2%3 0,8%x1—0,2x 4 Lo
< ) BA = (0 1) BA=1,

0,6 0,4 —0,6 % 2+0,4% 3 —0,6 X1+ 0,4 X 4

Conclusion : La matrice carrée A = (g 11}) est inversible.

Propriété :

Il existe des matrices carrées non nulles, non inversibles.

Exemple :

2 10

SOitA=(4 2

). Montrons par I'absurde que A n’est pas inversible.
Calculons d’abord le produit de la matrice A par deux matrices colonnes différentes :

e  Premier produit : A X ((1))

(2 10) <2><1+10><0> Ax(é):(i)

4-%x-1+20%0

14




0 2

(2 10) (2 X-0+10-% 0,2) " (0(?2) _ (i)

4 20 4x0+20x0,2

Supposons que A soit inversible et donc qu’il existe une matrice B telle que BA = I,.

Les deux égalités calculées plus haut peuvent étre multipliées membre a membre par la matrice B.
On obtient :

Bax(g)=8x(y) e BAX(O(,)Z):BX(AZ;)

sz(é)sz(i) et sz(0?2)=BX(i)

Par propriété de la matrice unité I, ona:

@=8x@) = (2)=2x()

D’ou on déduit que ((1)) = ( 0

0 2). C’est absurde. Donc la matrice A n’a pas de matrice inverse B.

Propriété (admise) :

Soit A une matrice carrée d’ordre n.

Si B est une matrice carrée d’ordre n telle que AB = I, (I,, étant la matrice unité d’ordre n)
alors BA = I,.

Réciproquement :

Si B est une matrice carrée d’ordre n telle que BA = I, (I, étant la matrice unité d’ordre n)
alors AB = I,.

Ce résultat n’est pas évident car on a vu que dans le cas général, le produit matriciel n’est pas
commutatif.

Propriété :

Soit A une matrice carrée d’ordre n.
e Si B est une matrice telle que AB = I,
e Si C est une matrice telle que CA = [,

AlorsB =C

15




Conséquence de cette propriété :

L'égalité B = C montre que, si elle existe, alors la matrice inverse de A est unique. Car si ce n’était
pas le cas, on pourrait trouver deux matrices inverses distinctes B et C vérifiant a la fois AB = [, et
CA = I,,. Cette propriété peut s’énoncer : « une matrice inversible A a une unique matrice inverse ».

Notation : Si A est inversible, on note A™! 'unique matrice inverse de A. Elle vérifie les relations

AA =A"1A =1,

Démonstration de la propriété :

Soit A une matrice carrée d’ordre n. Supposons que A soit inversible. Donc il existe au moins une
matrice B telle que :

AB =1,

En multipliant les deux membres de cette égalité par une matrice C telle que CA = I, on
obtient :

CAB = CI,
I,B=C
B=cC

L'égalité des matrices B et C est ainsi démontrée.

Exemple :

11 2

16 3) et deux matrices colonnes (x) et (u)

Soit A la matrice définie par A = ( y v

SiAx(x

u H 4 ’ )z ey s
y) = (v) alors pour toute matrice carrée B d’ordre 2, on a I'égalité :

pxax(Y)=nx (")

Si A est inversible, alors elle posséde une unique matrice inverse A~! avec laquelle on peut écrire :

AT x AX (;) =A"1x (Z)

e () =4 ()

Ecrivons le produit matriciel :

SiA X (;) = (1;) s’écrit (12 é) X (;) = (z) ou encore (1;; i gz) = (z),ce qui peut s’écrire,

d’apres la définition de I'égalité des matrices, comme un systeme d’équations :

{11x+2y=u
16x+3y =v

16



On peutisoler x ety :

Ly {11x+2y=u
L, (16x+3y=v

On élimine y dans la deuxieme équation :

Ly { 1l1x+2y=u
3Ly — 2L, (3(11x+ 2y) —2(16x + 3y) = 3(u) — 2(v)

{ 11x+2y=u
33x + 6y —32x — 6y = 3u—2v

Ly {11x+2y=u
L, x=3u—2v

On élimine x dans la premiere équation :

L, —11L, {(11x +2y) —11(x) = (W) — 11(3u — 2v)
L, x=3u—2v

{2y=u—33u+22v
x=3u-—2v

Ly {Zy = —-32u+22v

x=3u—2v

1
EL1 {y =—-16u+11v
x=3u-—2v

{ x=3u-—2v
y=—-16u+11v

Ce systéme peut s’écrire de fagon matricielle :
6)=(e 1)%6)

11 2 . . . . L _
) est inversible, elle posséde une unique matrice inverse A~1

Or, on avait écrit que, sid = (16 5

avec laquelle on peut écrire :

() =a7x()

Conclusion :
. XN (3 -2 u
Puisque (y) = (—16 11) X (v)
A est inversible et son unique matrice inverse est A~ = ( 3 _2).
-16 11



Propriété :

a b

Soit 4 = (C d) une matrice carrée d’ordre 2, non nulle.

A est inversible si et seulement siad — bc # 0

Démonstration :

d -b
- a )
Effectuons le produit AB :

Soit la matrice B = (

a b axX-d—ecxXb—ax—b+bxa ad — bc 0
c d cXd—dXxXc cX—b+dxa 0 ad — bc

1 O) ou encore AB = § I, en posant § = ad — bc.

Ce qui s’écrit AB = (ad — bc) (0 1

e Sid # 0alors on peut multiplier les deux membres par%ce qui donne : A X %B = I,.

Donc A = (a b) est inversible et son inverse est + B = —— ( d _b)'
c d 8 ad-bc\—c a

e Sid=0alorsAB = 4§ I, s’écrit AB = 0 X I, c'est-a-dire AB = (g g)

Démontrons par I'absurde que A n’est pas inversible dans ce cas.

Si A est inversible alors elle a une matrice inverse C et on peut écrire :

CA == 12
CAB =B
. _(0 0
Par ailleurs, AB = (0 0), donc
0 0\ _
¢ 0 0) =B
0 0\ _
(0 o) =B
Ce résultat est contradictoire avec I’hypothése B = (_dc _ab) etA = (Ccl Z) une matrice carrée

d’ordre 2, non nulle.
Conclusion :

La matrice carrée non nulled,d’ordre 2 est inversible si et seulement si ad — bc # 0.

. . . _ 1 d -b
Lorsque A est inversible, sa matrice inverse est A~ = —( )
ad—bc \—¢ a
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5 Application a la résolution de systemes d’équations linéaires

Définition :

Un systeme d’équations linéaires est un systeme d’équations dans lesquelles les inconnues

X1,X2, - , Xp N"apparaissent jamais multipliées par une autre inconnue ni par elles-mémes. C'est-a-

dire qu’il n’y a jamais de terme du type x; X x, ni du type xZ, x3 etc.

En conséquence, un systéme de n équations linéaires a n inconnues x4, X5, ... , X,
a11% + g%, + 0+ A px, = b,

ap1x; + Ay 2x; +: ot AppXy = by

peut s’écrire sous la forme matricielle AX = B
en posant les matrices :

a1 a2 Ain by
o A= ¢ : etB=| : |pourlesconstantes
an,l an,Z an,n bn
X1
e X=| ! |pourlesinconnues.
Xn
Exemple :
Le systéme de deux équations linéaires a deux inconnues :

x+2y=6
3x+2y=5

X).

y

{
)etX=(

1 2
3 2

6

S’écrit AX = B avec A = ( 5

)=

Propriété :

Soit un systeme linéaire de n équations a n inconnues ayant pour écriture matricielle AX = B.
Si A est une matrice carrée inversible d’ordre n et B une matrice colonne a n lignes,

alors ce systéme posséde une solution unique X = A™'B

Démonstration :

Soit le systeme d’équation matricielle : Rappel : le systéme :

AX =B aq1X1 T Q2% +

Si A est inversible, alors il existe une unigue + +'
. _ _ Ay X1+ Ay X
matrice A" telleque A4 = I, n1t T Y n2t2

En multipliant a gauche les membres par A™1: | s’écrit avec les matrices :

A71AX = A"'B (am aq,2 al,p) <X1> <b1>
A = : : X = S B = s
— -1
LX=A""B an1  Qnp2 An,p *n bn
X=A"1B
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Exemple 1 :
) 5 . (x+2y=6
Résoudre dans R le systeme: {Bx +2y=5

Réponse :

e e systeme a-t-il une unique solution ?

{x+2y=6 squivaut 3 -
3x + 2y =5 équivaut a:
_ (1 2 (6 (X
AX =B avec.A_(3 2),B—(5)etX—(y).
A est une matrice carrée d’ordre 2. Pour savoir si elle est inversible, calculons
ad—bc=1%x2-3X%X2 (le réel det(A) = ad — bc est appelé déterminant® de la matrice A)
ad — bc =—4
ad —bc+0

Donc A est inversible et donc le systéme a un unique couple (x ; y) solution.

e Quelle est cette solution ?
Pour trouver la matriceX, on fait le produit A™1B.
Pour calculer a la calculatrice 471 :
e Appuyer sur
e Choisir 1:[A]
Puis appuyer sur
—-0.5 0.5 )

0.75 —0.25
e AX = B équivaut successivement a

On trouve :A~1 = (

(-0.5, 3.25)

o AlAX)=A4"1B

e (A'A)X=4"'B

e LX=A'B

e X=A'B

-0,5
. -1 _ )
La calculatrice donne A™*B = (3’25)
Conclusion :
Le systé {x+2y=6d" t i le solution : § = {(—0,5; 3,25)}
esysteme 15 2y =5 inconnues x et y a un unique couple solution : § = 55 3,
Interprétation graphique : = Droite
: T @ DLx+2y=6 DT
Les droites D; d’équation x + 2y = 6 et e @ .
D, d’équation 3x + 2y = 5 se coupent = Paint
en un point R de coordonnées w3 R=1(-0.5, 3.25)
(=0,5; 3,25)
_'2

-1

o]

1

! Dans le menu MATH du module « matrice » de la calculatrice, figure la commande det( pour calculer le

déterminant d’une matrice carrée.
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Exemple 2 :
—8x -7y —4z=-32
Résoudre dans R3 le systeme : { 4x +y+12z =16
—4x — 11y — 12z = -56
Réponse :

e e systéeme a-t-il une unique solution ?
—8x—7y—4z=-32
4x+y+12z=16 équivaut a:
—4x — 11y — 12z = —56

-8 -7 -4 —-32 x
AX =B avec:A=<4 1 12>,B=(16>etX=<y>.
-4 -11 -12 —56 z
A est une matrice carrée d’ordre 3. Pour savoir si elle est inversible, on calcule le déterminant de A
det(4) = —800
det(4) # 0
Donc A est inversible et donc le systéme a un unique triplet (x ; y ; z) solution.

e Quelle est cette solution ?

0
Pour trouver la matriceX, on fait le produit A™1B. La calculatrice donne A™'B = <4>

1
Conclusion :

—8x—-7y—4z=-32
Le systeme { 4x+y+ 12z =16 d’inconnues x, y et z a un unique triplet solution: § =
—4x — 11y — 12z = =56
{(0; 4; 1)}

Interprétation graphique :

Les plans P; d’équation —8x — 7y — 4z = =32, P, d’équation 4x + y + 12z = 16 et P; d’équation

—4x — 11y — 12z = —56 ont comme intersection I'ensemble {S} avec S de coordonnées (0; 4; 1)
= Plane3D T —— o
~@ P1: 8x-Ty-4z=32 T —— —
- Point3p T _ | rRY ' P1(RST)
9 R=(2,0,4) N L
98=0,41) L . 1
9 T=(4,0,0 <
~@ U= (3:450) : ! . |
I
| I !
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Propriété : (admise)

Soit un systeme linéaire de n équations a n inconnues ayant pour écriture matricielle AX = B.
Si A est une matrice carrée non inversible d’ordre n et B une matrice colonne a n lignes,

alors ce systeme possede soit zéro solution soit une infinité.

Exemple 1 :
x+2y=6

Le systeme :{x +2y=5

a-t-il une unique solution ?

Réponse :
{x +2y=6
x+2y=5

équivaut successivement a :

AX =B avec:A=(1 g),Bz(g)eth(;).

A est une matrice carrée d’ordre 2. Pour savoir si elle est inversible, on calcule det(A) = ad — bc.
ad—bc=1%x2-1x2
ad —bc=0

Donc A n’est pas inversible.

On ne peut donc pas calculer la matrice X = A™'B

x+2y=6

Conclusion : le systeme {x +2y=5

d’inconnues x et y n’a donc pas un unique couple solution :

Interprétation graphique :

Les droites D, d’équation x + 2y = 6 et D, d’équation x + 2y = 5 ne se coupent en un point.

= Droite alY
..... J DI:x+2y=6 D1""'"“"
@ \
\m‘..
24 -
q4
o X
_|2 -I‘I o ‘II é
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Exemple 2 :

—3y—4z=-16
Le systéeme : { 4x —y —4z = —8 a-t-il une unique solution ?
4x + 11y + 12z =56
Réponse :
-3y —4z=-16
{ 4x —y —4z = —8 équivaut successivement a :
4x + 11y + 12z =56

0 -3 —4 —-16 X
AX=B avec:A=(4 -1 —4|,B=| -8 |etX = <y>
4 11 12 56 z
A est une matrice carrée d’ordre 3. Pour savoir si elle est inversible, on calcule son déterminant.
det(4) = 0.
Donc A n’est pas inversible.

On ne peut donc pas calculer la matrice X = A™'B

Conclusion :

—3y—4z=-16
Le systéme 4x —y —4z = —8 d’inconnues x y et z n’a donc pas un unique triplet solution.
4x + 11y + 12z = 56

Interprétation graphique :

Les plans P; d’équation —3y — 4z = —16 P, d’équation 4x —y — 4z = —8 et P; d’équation 4x +
11y + 12z = 56 ne se coupent pas en un point.

= Plane3D — _

@ P1: 3y-4z=-16 B —
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